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INTRODUCTION 
Les differentes notions de “compatibilite” entre structures jouent un role im- 
portant en geometric differentielle: compatibilite entre structure complexe et 
structure riemanmenne [conduisant a la geometric kahlerienne], entre structure 
riemannienne t structure feuilletee [conduisant a la geomttrie des feuilletages 
riemanniens] etc.. . Le but du present ravail est de montrer que la compatibilite 
entre structures symplectiques definie par F. Magri [Ma] produit une geometric 
extrsmement riche, dans laquelle on retrouve par exemple de maniere naturelle 
les “varietes de translation” de S. Lie [Li] et G. Darboux [Da]. L’etude de cette 
geometric a et6 initiee en dimension 4 par le premier auteur [Br 21. 
Deux structures symplectiques co, or, sur une 2n-varitte A4 sont compatibles 
si le tenseur J les reliant, defini par ixol = iJx o, est a torsion de Nijenhuis [Nil 
nulle. Le troisieme auteur a donne une formulation plus maniable de cette con- 
dition, et decrit les modeles locaux de couples de formes compatibles [Tu l] 
[Tu 21. 
Un systeme bihamiltonien suivant Magri est un systeme hamiltonien (&I, w, H) 
muni d’une forme symplectique or compatible avec o, et telle que sa dtrivee 
de Lie suivant le champ hamiltonien X, soit nulle. Comme Magri l’a observe, 
ceci implique que, si les valeurs propres de J sont reelles et distinctes [cas 
“decomposable reel”], elles forment un systeme d’integrales premieres en in- 
volution. Sous des hypotheses naturelles de rtgularite, le systeme (M, o, H) sera 
alors completement integrable au sens d’Arnold-Liouville [Ar]. On avait pu 
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penser, un peu rapidement, qu’inversement tout systeme CI au sens d’A -L. 
pouvait ttre muni, au voisinage d’un tore invariant, d’une structure bihamil- 
tonienne [Ma-MO]. 
En fait il n’en est rien [Br 11; si (M, w, H, w,) est un syteme bihamiltonien 
Cl, oh H est “non degenere” en coordonnees action locales, la fibration 
II: M+ W en tores invariants est bilagrangienne, et le tenseur J se projette en 
J sur W. Si J est en particulier decomposable reel, le graphe de H est en co- 
ordonntes action locales une variCtC de translation, ce qui est une contrainte 
tres forte sur H. 
Au $1, on decrit la structure d’un systeme bihamiltonien non dCgCnCre, au 
voisinage d’un tore invariant [Theortme 11. On est ainsi amen6 a s’inttresser 
aux flbrations bilagrangiennes [compactes] (M, w, wl, R), qui seront CtudiCes 
au $11. Partant de I’Ctude, faite par J.J. Duistermaat [Du] des fibrations 
Lagrangiennes compactes, on voit que la base West munie d’une structure biaf- 
fine entihe (a,,J), C.&d. que 91?v et 3I?,, 01 sont deux reseaux affines dans 
T*W, oti J est un tenseur a torsion de Nijenhuis nulle. On fait apparaitre 
I’obstruction a l’existence de sections locales bilagrangiennes, puis on met en 
evidence [quand I’obstruction est nulle] les elements caracteristiques d’une telle 
fibration [Theoreme 21. 
Localement, les fibres de a sont les orbites d’une action bihamiltonienne 
libre de 8”. Si l’on remplace “libre” par “effective”, on obtient une notion 
de fibration bilagrangienne singuIi&e [compacte] qui est l’equivalent, dans le 
cadre bihamiltonien, des fibrations Lagrangiennes singulibes Ctudiees 
par M. Boucetta et le second auteur [B-M]. Dans ce cas, la base est une 
varidtt biaffine entihe h bords et coins ( W, S?,,, J). Comme cas particulier, 
on obtient une description tres simple, lorsque A4 est compacte et que la 
fibration est definie par une action bihamiltonienne globale de T” [Theo- 
rbme 31. 
Le §IV complete la description, commencee dans [Br 21, de la geometric 
globale des fibrations bilagrangiennes compactes sur une variete compacte et 
connexe de dimension 4, dans le cas ou le tenseur J est de type algkbrique 
constant au sens de [Tu 11. On parvient a une construction de tous les modkles 
possibles [Theoremes 4, 5 et 61. Dans ce paragraphe, pour ne pas alourdir 
exagerement l’expost, on a omis le detail de certaines demonstrations, qui 
paraitra dans [Br-M-T], ainsi que l’ecriture explicite de certains modeles. 
Le present article, on le voit, laisse ouverts un grand nombre de problemes: 
deja, en dimension 4, le cas ou le type algtbrique de J varie presente des 
difficult& supplementaires; en dimension superieure, l’etude reste a faire, au 
moins lorsque le tenseur n’est pas decomposable. 
11 serait inttressant de prtciser les rapports entre le point de vue prtsente ici 
et les methodes isospectrales, voir par example [A-H-P] [A-V.M] [Kr] [N-V] 
[Z l] [Z 21 [Z-S]. On sait en effet que I’existence d’une structure bihamiltonienne 
assure l’existence d’une paire de Lax pour le sysdme hamiltonien consider+ 
[Ma] [A-F-W]. On trouvera en particulier dans [Z l] la condition pour qu’un 
hamiltonien soit “de translation”. 
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I. SYSTBMES BIHAMILTONIENS ET COMPLETE INTl%RABILITl? 
Les structures considerees ont de classe C”. 
1.1. Rappels sur les systkmes bihamiltoniens d’ap& F. Magri 
Soit (M,w,H) un sysdme hamiltonien, ou dim M=2n. Une seconde forme 
symplectique wI &ant donnee, on peut definir un tenseur J de type (1,l) par 
la relation: 
(1) wr(X, Y) = o(JX, Y) quels que soient les champs de vecteurs X, Y. 
On notera NJ la torsion de Nijenhuis [Nil de J, Xn le champ hamiltonien de 
N et Lx Poperation de derivation de Lie suivant un champ de vecteurs X. Ceci 
&ant, on dira que or est compatible avec le systeme hamiitonien consider-e si 
on a les deux proprietts: 
(2) 
t 
(i) LA-,OI = 0, 
(ii) NJ = 0. 
S’il en est ainsi, (AI, o, H, ol) est un systeme bihamiltonien au sens de F. Magri 
[MaI. 
Soient A r, . . . ,A,, les valeurs propres de J. Si ces valeurs propres sont distinctes 
[respectivement distinctes et rkelles], on dira que le systtme bihamiltonien est 
decomposable [resp. decomposable reel]. Les valeurs propres sont alors des 
fonctions differentiables, integrales premieres de X, d’apres (2)(i), qui implique 
Lx,J= 0. 
Proposition 1. [F. Magri] Si (h4, o, H, ol) est un systeme bihamiltonien decom- 
posable reel, [es sous-espacespropres de Jdefinissent n feuilletages de dimension 
2, s,,..., s,, , orthogonaux symplectiquement. De plus, A,, . . . , A, forment 
alors un systeme d’integrales premieres en involution de (it4, o, H). 
Preuve. La condition NJ=0 implique la complete integrabilite des champs de 
sous-espaces propres, ce qui permet de dtfinir les feuilletages &Jr,, .. . , S,, 
associes respectivement a A ,, . . . , An. Si X est tangent a &ri et Y a Sj, il vient 
alors 
et 
cur(X, Y) = o(JX, Y) =&0(X, Y), 
o~(Y,X)=O(JY,X)=~~~~W(Y,X) 
d’ou la propriete d’orthogonalite. Si on considhe alors, au voisinage d’un 
point, des coordonnees canoniques (x’, . . . . x”, y’, . . . . y”) dans lesquelles le 
feuilletage sj est defini par 
dxj=dyj=O si j+i, 
la valeur propre Ai est fonction seulement de xi, y’, la forme o, s’ecrivant: 
(3) o1 = i A;(x’y’)dx’/\dy’ 
i=l 
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d’ou il resulte { Ai, Aji) = 0. Cl 
Si, de plus, Li, . . . , A,, sont fonctionnellement independantes [i.e. si 
dAl A . . . A dA, #O] dans un ouvert 91 de kf, alors le systtme hamiltonien 
(M, w,H) est compktement integrable dans a. En particulier, si F est une 
variete de niveau compacte et connexe de ces valeurs propres dans ‘49, on pourra 
trouver au voisinage de F des coordonntes action-angle (e’, . . . , 8”, q ‘, . . . , q”) 
dans lesquelles H, Iz,, . . . , A, ne dependent que des variables action q’, . . . , q”. 
On voit que la don&e d’une structure bihamiltonienne decomposable reelle 
permet, sous des hypotheses de regularite, de conclure a la complete integra- 
bilite au sens d’Arnold-Liouville du systeme hamiltonien [Ar]. Cette observa- 
tion a conduit F. Magri a penser [Ma-MO] qu’inversement, au voisinage d’un 
tore invariant pour un systeme hamihonien completement integrable, il existait 
toujours une structure bihamiltonienne decomposable reelle. Nous allons voir 
qu’il n’en est rien. 
1.2. Formes symplectiques compatibles avec un systkme hamiltonien non 
dCgCnCr4 en coordonnkes action-angle 
On considerera dans ce paragraphe un systeme hamiltonien (Mc, oo, H), oti 
MO est le produit du tore T” par un ouvert IR de IF?, o. la forme symplectique 
standard - C y=, de’/\ dq’, et H une fonction des variables action q ‘, . . . , q”. On 
supposera en outre que le systeme est non degenere’ n ce sens que la matrice 
Hessienne (c32H/aqi8qi) est inversible dans s2. On notera ?ro la fibration 
Lagrangienne MO + 52. 
ThCor6me 1. Si o1 est une forme symplectique compatible avec le systeme 
hamiltonien non degenere (MO, oo, H), et J le tenseur associe, alors: 
(i) la fibration no est bilagrangienne, i.e. sesfibres sont aussi Lagrangiennes 
pour CC)~. 
(ii) J se projette sur 1;2 en un tenseur 7 a torsion de Nijenhuis nulle. 
(iii) Les formes dHo 1, dq ’ 0 J, . . . , dq” o J, sont fermees. 
Preuve. Le champ X, s’krit Cy=, (aH/8q’)(a/M’). La condition de non- 
degenerescence entraine, par un calcul immediat en coordonrkes, que les seuls 
champs de vecteurs qui commutent avec X, sont no-verticaux. Comme 
[X,, a/a@] = 0 et Lx,,J= 0, il vient [X,, J(~3/&3’)] = 0, done J respecte le sous- 
espace vertical. Si alors X, Y sont deux champs verticaux, 0,(X, Y) = 
w(JX, Y) =0, d’oti (i). 
La non-degenerescence implique Cgalement que les seules integrales prmitres 
de X, sont les fonctions de q’, . . . , 4". La condition Lx,, J= 0 entraine alors 
que les coefficients de J dans les coordonnees (&q) ne dependent pas de 8. 
Comme de plus J respecte Ker rco8, il se projetta en un tenseur J sur 52. - - 
D’ailleurs la torsion de Nijenhuis NJ, Cvalute sur des champs X, Y de Sz, se 
calcule a l’aide de Nj, evalute sur des champs releves X, Y; comme NJ= 0, on 
a (ii). 
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La fibration no Ctant Lagrangienne pour oI, ia,aO~ol =-dq’oJ est semi- 
basique, pour i = 1, . . . , n. Comme dans la demonstration classique du Thtortme 
d’Arnold-Liouville [Ar], ceci implique que l’action verticale de T” est hamilto- 
nienne pour ol, d’ou (iii). 0 
Corollaire 1. Si (MO, coo, H, CO,) est un systeme bihamiltonien decomposable 
reel, les feuilletages &F, . . . , S,, d&finis par les sous-espaces propres de J se pro- 
jetten t suivan t des feuilletages C, , . . . , @,, de dimension 1 de 52 en position 
generale. Si (v,, . . . . Q,,) est un systeme de coordonnees locales dans D adapt&es 
a ces feuilletages projetes, on a a 2H/&#i3y, k= a 2qi/a&ap k = 0 quels que soient 
i et j;t k; en d’autres termes, les fonctions H et q’ s’ecrivent localement: 
Preuve. Compte tenu de (3) et du fait que J se projette sur 52 suivant un tenseur 
1, celui-ci s’ecrit en coordonnees (pi): 
Si f(pl, . . . . p,) est une fonction telle que df oJ soit fermee, comme 
dfoJ= Cy=, Ai(~i)(i3f/l+i)d~i, il vient [Ai - rZj(~j)](d2f/d~&oj) = 0, d’ou le 
resultat. 0 
Les relations qi = qf(v,) + ... + qL(pn) s’interprbent gtomttriquement de la 
facon suivante: si j# i, en translatant une feuille de @j le long d’une feuille de 
$i, on trouve une nouvelle feuille de @‘. Cette propriete fondamentale de 
translation permet d’engendrer localement les n feuilletages a partir de la don- 
nCe des n feuilles passant par un point. 
Remarque 1. La relation H= H&Q + --- + H&J signifie alors que le graphe 
de la fonction H(q’ , . . . , q”) est une variete de translation au sens de S. Lie 
[Li]; pour n = 2, l’equation aux derivees partielles definissant une famille de sur- 
faces de translation est une equation du type Monge-Ampere, ttudiee en par- 
ticulier par G. Darboux [Da] et E. Goursat [Go]. 
Remarque 2. Le cas d&omposable, avec certaines valeurs propres complexes, 
donne un rtsultat analogue: en regroupant les valeurs propres conjugdes, on 
trouve des feuilletages 4Fi de dimension 4; les feuilletages @i correspondants, 
de dimension 2, ont une structure holomorphe et les fonctions Hi et q{ corre- 
spondantes doivent ttre harmoniques pour cette structure. La situation sera 
Ctudite au paragraphe IV pour n = 2. 
Remarque 3. Dans (Tel, H.M. Ten Eikelder avait deja observe que, si 
dA,A . . . Ad&,+& alors a2H/aAiaAj=Oo. 
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Corollaire 2. Si (MO, oo, H) est non degenere, il n’existe pas en general de 
forme symplectique compatible o1 pour laquelle (MO, wo, H, ol) soit un systeme 
bihamiltonien decomposable reel. 
Preuve. On prend par exemple n = 2 et H=q’[(q2)‘+ 11. On vtrifie par des 
calculs Clementaires [Br 21 que les conditions du ThCoreme 1 ne peuvent &re 
satisfaites. 
En realite, ces conditions sont si contraignantes que les cas ou il existe une 
structure bihamiltonienne decomposable rtelle peuvent i3tre regard& comme ex- 
ceptionnels. 0 
Remarque 4. On verra au paragraphe IV que le mCme resultat vaut dans le cas 
decomposable quelconque. 
II. SYSTJ?MES BIHAMILTONIENS COMPLBMENT INT&XABLES NON Dl%J?NfiRI% ET 
FIBRATIONS BILAGRANGIENNES 
11.1. Notion de systbme bihamiltonien compBtement M&able non dCgGn& 
[SBCI n.d.1 
Soit (M, o, H) un systtme hamiltonien de dimension 2n, muni d’une fibra- 
tion Lagrangienne K : M-r W A fibres compactes et connexes, avec H= K *R. 
Au voisinage de chaque fibre de rr, on a des coordonnees action-angle 
(@,..., P,q’,..., q”) adaptees a K. Les variables action q’, . . . , q” dtfinissent 
une carte locale de W, et l’on obtient ainsi sur W un atlas affine dont les 
changements de carte sont a matrice jacobienne entihe. En particulier, West 
munie d’une connexion l7 sans courbure ni torsion; les combinaisons entitres 
des differentielles des variables action definissent une sous-variCtC Lagrangienne 
9I?* de T*W, parallele pour la connexion l7, et rencontrant chaque fibre de 
T* W suivant un rbeau. Suivant J.J. Duistermaat, on dira que WV est le &au 
des periodes pour la fibration Lagrangienne [Du]. Bien entendu, 33!v deter- 
mine v. 
Remarquons maintenant que le Hessien de R en coordonnees action: 
(4) 
se transforme tensoriellement par changement de coordonntes action, de sorte 
que son rang ne depend pas des coordonntes. Nous dirons que (A4, o, W) est un 
systeme hamiltonien completement integrable non degenere’ [SHCI n.d.] si 
l’ensemble des points oti le rang du Hessien est n forme un ouvert dense de W. 
Dans ce cas, les seules integrales premieres du systeme sont de la forme K *$, de 
sorte que l’anneau des integrales premieres determine la fibration rr. On pourra 
done, pour un SHCI n.d., parler de la fibration Lagrangienne du sysdme. Si 
alors o, est une forme symplectique compatible, on dira que (M, w, H, wI) est 
un systeme bihamiltonien completement integrable non degenere [SBCZ n.d.1. 
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Pour un tel systeme, d’aprb le Theoreme 1, lafibration R est biiagrangienne. 
Le but des paragraphes uivants sera, en oubliant pour un instant le hamiltonien 
H, d’etudier les fibrations bilagrangiennes a fibres compactes pour un couple 
de formes symplectiques compatibles, de manitre a obtenir I’analogue des 
resultats de Duistermaat. 
11.2. Fibrations bilagrangiennes et structures biaffines entihes 
Dans la suite, on appellera fibration bilagrangienne un quadruplet 
(M, w, cc,, n), oh M est une 2n-variete, o et o1 des formes symplectiques com- 
patibles [en ce sens que, si J est le tenseur reliant o et ol, IV,= 01, et K : M-r W 
une fibration bilagrangienne a fibres compactes et connexes pour laquelle les 
champs hamiltoniens verticaux des deux structures commutent, ce qui revient 
a dire que R est localement definie par les orbites d’une action bihamiltonienne 
de T”. Sous ces hypotheses, les conclusions du Theoreme 1 restent valables; en 
particulier, J se projette sur W en un tenseur 1, avec NJ=O. 
Comme K est Lagrangienne pour w et wi, on obtient sur W deux reseaux de 
periodes S$!V et 3%?i,,,, correspondant respectivement a des connexions affines 
sans courbure ni torsion V et Vi. Le point (iii) du theoreme 1 se traduit alors 
par la propriete suivante: si cx est une section locale de HV, alors cr0.J est une 
section locale de BIV,, ce que l’on Ccrira simplement .%iV, = RV oJ. 
De man&e generale, nous appellerons rheau affine sur une variete W une 
sous-variete Lagrangienne 3I!,, de T*W, parallele pour une connexion V sans 
courbure ni torsion, et rencontrant chaque fibre suivant un reseau. Deux reseaux 
affines &?,, et 31!iV, seront dits compatibles s’il existe un tenseur J de type 
(1, I), avec NJ=O, tel que S9iV,= WV 0.Z On voit que 3I!,, et J dtterminent 
%iV,. Par contre, la don&e des deux reseaux ne suffit pas a determiner J: si, 
par exemple, les deux rtseaux co’incident, on peut prendre pour 1 n’importe 
quel tenseur a coefficients entiers dans l’atlas affine defini par le rtseau. Pour 
Cviter toute ambiguite dans le choix de J, nous appellerons structure biaffine 
entike le couple ($I!,, J). Le triple (W, RV, J) sera alors une vari&& biaffine 
en t&e. 
Ceci &ant, on a demontre: 
Proposition 2. La base W d’une fibration bilagrangienne (it4, w, wl, R) hjibres 
compactes et connexes est munie d’une structure biaffine entihe (W,,J), oli 
9PV est le r&eau des phiodes pour w, 3 le projetk du tenseur J reliant w et wl, 
et Blv,= S?,, 0 1 Ie rheau des phiodes pour wl. 
On remarquera que, si le reseau aI?V est constant [sans holonomie], les deriva- 
tions a/&9’ par rapport aux coordonnees angle locales sont definies globale- 
ment. 
11.3. Obstruction g l’existence de sections locales bilagrangiennes 
En general, une fibration bilagrangienne n’admet pas de sections locales bi- 
lagrangiennes: il suffit par exemple de considerer le cas oti M= T” x I?“, avec 
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pournlaprojectionM~~“,o=-~~~,d8’l\dqi,ol=o+Ir*~ohd~=O.La 
condition de compatibilite est bien verifiee, et ii ne peut y avoir de section 
bilagrangienne de R au-dessus d’un ouvert de W= ll?” oh B est non nulle. 
a) Considhons le cotangent T * W d ‘une vari& biaffine entihe ( W, SV, I), et 
sa forme de Liouville 19. Sur T* W, on a deux formes symplectiques 
(5) oO=-de et wJ= -d(hJ) 
qui sont compatibles, comme on le verifie en coordonnees locales affines pour 
V. Si maintenant on pose: 
(6) wi=oJ+rr$~ 
oti no : T* W+ W est la fibration, et /I une 2-forme fermee sur W, on va ex- 
primer la condition pour que w1 et w. soient compatibles. 
Pour cela, on introduit la notation suivante: BJ est la 2-forme definie par 
(7) BJ(X Y)=B(Jx, Y)+B(x,JY). 
Ceci &ant, on a: 
Lemme 1. Les formes w. et w1 sont compatibles i et seulement si la 2-forme 
fermke p satisfait la condition d& = 0. 
Preuve. On utilise la caracterisation donnee en [Tu I] de la compatibilitk si 
oI et w sont deux formes symplectiques reliees par le tenseur J, on definit o2 
par 02(X, Y) = o(J’X, Y), et on verifie que o et ot sont compatibles si, et 
seulement si, do2 = 0. 
Ici, on note Jo le tenseur reliant OJ et wo, J le tenseur reliant oi et oo, et 
on observe que J= Jo + H, oti n;p(X, Y) = oo(HX, Y), d’oti, H &ant a valeurs 
verticales: 
02(X, Y) = wo(J;X, Y) + x$&J&, Y) + oo(HX, JY) 
= wo(J;X, Y) + n$&(X, Y). 
Comme le premier terme est fermt, on en deduit le rbultat. 0 
b) Le IemmeprtMdent va nouspermettre d’exprimer l’obstruction a I’existence 
de sections bilagrangiennes locales en termes cohomologiques. Pour cela, 
notons Z’( W, I?), pour i = 1,2,3, le faisceau des germes de formes fermees de 
degre i sur W. Si d est une 1-forme fermee, on notera d@ = d@ oJ); de m&me, 
si B est une 2-forme fermee, on notera d;p= dpJ. D’oti une suite 
1 2 
(8) Z’(W,[R)~22(W,IR)~Z3~W,iR) 
et on verifie par un calcul tlementaire que djo dj= 0. 
Ceci &ant, revenons a la fibration bilagrangienne (M, w, wl, II), et utilisons au 
voisinage d’une fibre de rr des coordonnees action-angle (8 ‘, . . . , e”, q ‘, . . . , q”) 
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relativement a la forme o. Dans ces coordonnees, on a 
a=-i d@/\dq’ 
i=l 
co,=-i dB’A(dq’oJ)+n*B 
i=l 
oti I est le projete sur W du tenseur J reliant or et o, et B une 2-forme fermee 
sur W. Le Lemme 1 se traduit par le fait que dBJ = 0; autrement dit, B definit 
un cocycle local darts (8). 
Lemme 2. La condition necessaire t suffisante pour que, dans le domaine des 
coordonnees action-angle utilisees, (ki, o, ol, n) admette une section bi- 
lagrangienne, est que le cocycle local de (8) defini par /I soit exact, i.e. qu’il ex- 
iste une l-forme fermee dans le domaine des coordonnees action, telle que 
jI=d;a. 
Preuve. Une nouvelle section Lagrangienne pour o sera definie par un change- 
ment de coordonnees angle 
8”= 8’+f’ avec C df’l\dq’=O, 
oh f i peut &tre regard& si necessaire, comme a valeurs dans W2nZ. Pour que 
cette nouvelle section soit bilagrangienne, il faut et il suffit que 
rr*p= -C df’A(dq’oJ) 
ce qui s’ecrit p= +dia, oti on a pose n *d = - C i f ‘dq’. Cl 
On voit en particulier que, si la suite de faisceaux (8) est exacte, condition 
qui ne dependpas de (A4, o, ul, R) mais seulement de la varitte biaffine entiere 
( W, 9Zv, J), l’existence locale de sections bilagrangiennes est assuree. 
La proposition suivante montre qu’il en est en particulier ainsi quand les 
valeurs propres de .7 sont reelles et distinctes, ce qui correspond au cas decom- 
posable reel qui a CtC le point de depart de notre etude: 
Proposition 3. Dans le cas decomposable reel, la fibration bilagrangienne 
(M, o, ml, n) admet des sections locales bilagrangiennes au voisinage de chaque 
point de la base W. 
Preuve. Au lieu de dtmontrer I’exactitude locale de (B), on va verifier - ce 
qui revient au mCme d’aprbs le Lemme 2 - l’existence de sections locales bi- 
lagrangiennes par une mtthode geometrique directe. 
Soit done x0 un point quelconque de W. Reprenant les notations du Corol- 
laire 1, on designera par .9r, . . . , 5, les feuilletages propres du tenseur J reliant 
w1 et w, la feuille Si correspondant a la valeur propre /Ii, et 8,, . . . , L-TZ~ les
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feuilletages projetes sur W. Les feuilles de @r, . . . , #,, passant par x0 forment 
des courbes Cr , . . . , C, en position generale. Choisissons zc E ii ‘(x0), et notons 
F 1, . . . , F, les feuilles respectives de g,, . . . , Sn passant par zo. La projection T( 
induit, pour i = 1, . . . , n, une submersion xi : Fi+ Ci; choisissons alors arbi- 
trairement, au voisinage de x0, une section dfferentiable de rri, dont on notera 
l’image Ci . 
Au voisinage de zo, le multifeuilletage (@r, . . . , Sn) identifie M au produit 
Fix-.-xF,,desortequeleproduitCrx~~~ x C,, definit une sous-variete locale 
S de M sur laquelle R induit un diffeomorphisme local. 11 suffit alors de verifier 
que S est bilagrangienne. Ceci resulte du fait que S rencontre les feuilles des 
feuilletages $i suivant des courbes qui sont 2 a 2 biorthogonales. Cl 
Remarque 5. Le mCme resultat reste vrai dans le cas decomposable oti certaines 
valeurs propres sont complexes: certains des feuilletages gi sont alors - on l’a 
vu - remplaces par des feuilletages de dimension reelle 2 munis d’une structure 
analytique, de sorte que les projections Ri : Fi + Ci deviennent analytiques. 
11.4. Invariants caracthistiques 
On suppose desormais que la suite (8), definie par la base (IV, WV, 1) de la 
fibration bilagrangienne (M, o, wl, n), est exacte; ce sera en particulier vrai, 
comme on vient de le voir, dans le cas decomposable. 
Considerons alors un recouvrement ouvert ((I,) de W, avec dans ii ‘(U,) un 
systeme de coordonnee action-angle (6$ q:) pour o, telles que 6: = 0 definisse 
une section bilagrangienne de II. Dans ces coordonnees, on aura: 
(9) CO=-i d9,+dq’ a et or =-i dB~/\(dq~oJ). 
i=l i=l 
Si U, r7 UP # 0, dans cette intersection, les changements de coordonnees angle 
seront de la forme 
oh f$ peut Ctre regard& si necessaire, comme a valeurs dans lR/2nZ, de telle 
sorte que: 
(11) dfias=d(tfaiBoJ) =0 si ‘I*&~= C f$dqL. 
i 
Notons $ W, il?) le faisceau des germes de 1-formes a sur W verifiant d& = 
d(& o J) = 0. Si Blest le fibre en tores T* W/9Zv, muni du couple de formes sym- 
plectiques obtenu par passage au quotient a partir des formes (5), soit /I(&) 
le faisceau des germes de sections locales bilagrangiennes de @J, oo, 07, no). 
On a alors une suite exacte: 
(12) 0 - ar - g;( w, R) - /i(lPJ) - 0. 
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Ceci &ant, la famille (&,& determine un I-cocycle sur W A valeurs dans 
/in. On appellera clusse curacteristique de (M, co, co], n) la classe de co- 
homologie correspondante 
La suite exacte de cohomologie associee a (12) definit a partir de [q] une 
classe a[q] EH*(W, a,,), qui n’est autre que la ciusse de Chern definie par 
Duistermaat pour la fibration Lagrangienne (M, o, n), voir [Du] [D - D]. Cette 
classe de Chern suffit a determiner la fibration II, en tant que fibration munie 
d’une action verticale de 9~. 
On dira que ( W, Rv, J, [n]) forme le systeme des elt!ments caracteristiques de 
la fibration bilagrangienne, terminologie justifiee par le resultat suivant: 
ThCor&me 2. Soient (W, a,,.?, [n]), ou (W, Bv,J) est une variete biaffine 
entiere, et [n] une classe de cohomologie darts H’( W, $ W, lR)/Rv); alors: 
(i) il existe une fibration bilagrangienne (A4, w, co,, n) realisant ( W, Wv, 3, [n]) 
comme systeme de ses elements caracteristiques. 
(ii) si (M’, o’, co;, n’) est une autre realisation du m&me systeme, il existe un 
diffeomorphisme @=M-+M’tel que rt=n’o@, @*o’=o, et @*w;=o,. 
Preuve. (i) Si [q] est definie par le cocycle (t_i& associe au recouvrement (U,) 
de W, on recolle les ouverts &(Ua) A I’aide des translations verticales dtfinies 
par les 1-formes Qas sur iid(Ua n U,); par construction, les formes o. et 0~ sur 
ces ouverts se recollent et determinent la structure cherchee. 
(ii) Si on a deux realisations du m&me systeme, les cocycles correspondants 
(flab) et (q&B) sur un mtme recouvrement (U,) muni de coordonnees action, 
different d’un cobord, i.e., (f,$ = flab + ~2, - tip, et dans les coordonnees action- 
angle au-dessus de U,, la 1-forme ii, definira un isomorphisme vertical entre 
les deux realisations, et ces isomorphismes e recolleront en un isomorphisme 
global @ ayant les proprietes annoncees. Cl 
Remarque 6. Notons CJ”( W) le faisceau sur W des germes de fonctions 7 
telles que d(dfo 3) = 0. Si la 2-cohomologie H*( W, CJ”) de W Ir valeurs dans 
ce faisceau est nulle, on pourra donner un resultat analogue a celui de J.J. 
Duistermaat, precise dans [D-D]: soit ( W, &?v, 3) une variete biaffine entikre, 
et considerons une classe de Chern y E H*( W, a,) dont l’image & par l’homo- 
morphisme nature1 H*( W, Se,) + H3( W, IF?) soit nulle; si H*( W, CJ”) = 0, on 
verifie que y = a [q], oil [T,I] E H’( W, & W, lR)/92v), ce qui permettra de realiser 
y comme classe de Chern d’une fibration bilagrangienne. 
III. FIBRATIONS BILAGRANGIENNES SINGULIl?RES ET ACTIONS BIHAMILTONIEN- 
NES DE T” 
Observons que, sur une 2n-variett A4 munie d’un couple de formes symplec- 
tiques compatibles (0, or), les fibres d’une fibration bilagrangienne II : M+ W 
sont localement les orbites d’une action bihamiltonienne du tore T” agissant 
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iibrement. De manihe analogue a ce qui a 6tC fait dans [B-M] en presence d’une 
settle forme symplectique, on appellera fibration bilagrangienne singuli&e un 
quadruplet (A4, o, wl, g), ou A4 est une 2n-variete, o et ol deux formes sym- 
plectiques compatibles, et S un feuilletage singulier defini localement [dans des 
ouverts saturb] par les orbites d’une action bihamiltonienne effective de T”. 
111.1. Etude au voisinage d’une feuille 
a) Par hypothgse, dam un voisinage ouvert sature’ cp1 de la feuille considerte 
F,, S est defini par les orbites d’une action bihamiltonienne effective de T”. 
En particulier, l’action 
(14) T”X4!L+43! 
est hamiltonienne pour la forme symplectique o. Quitte a restreindre I’ouvert 
4%, on pourra alors munir cet ouvert de coordonn6es action-angle avec singu- 
IaritPs [CAAS], voir [B-M], 
((P)..., e’,q’,..., q’,x’,y’,..., x”-‘,yn-‘) 
oti I est la dimension de Fe; ces coordonnees, ou F,-, est definie par q’=x’= 
yj = 0, identifient %! a U’x s2’x D,(O, r,) x ... xQ_‘(O,r,_‘), U’etant le tore de 
dimension I, 52’ un ouvert de I?‘, et Dj(O,ri) le disque de rayon rj dans lR2. La 
forme 0 s’ecrit 
a=-i d8ir\dqi+n$dxj/\dyj 
i=l j=l 
l’action de 8” &ant dtfinie par: 
(a’ ,...,a’,/? )..., /3”-‘)(8’,...) e[,q’,..., q’,x’,y’,..., x”-l,yn-‘) 
(16) 
=(d+e’ ,...,d+e’,$ ,..., q’,xlcos/P?l-ylsinj?l, 
x’ sin&+y’ cosp’, . . ..x”-‘cosjY_‘-yn-‘sinj3”-‘. 
X “-‘sin p”-‘+ y”-‘cos p”-‘). 
Le moment ,uw de I’action est donne par 
(17) 
C 
pw(el ,..., e’,ql ,..., q’,xl,yl ,..., ~n-l,yn-‘) 
= (q’, . ..) q’,+(&+, . . . ,+(@“-‘)2) 
et definit, par passage au quotient, une carte ji& sur l’espace des feuilles @Y/&F, 
a valeurs dans Sz’x [0, +rf[ x ..a x [0, +ri_, , [ dont les coordonnees sont les 
variables action [singulieres] . 
Si 8/&z’, $/a@ sont les champs fondamentaux de I’action, i.e.: 
(18) --$=--$ et -$=yj$-xj$ 
on a: 
(19) ig,aato = -dq’ et iglapl o = -&d&. 
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Observons encore que les fonctions SW 43! invariantes par 8” sont exacte- 
ment les fonctions differentiables des variables action. 
Enfin, si l’on considere un autre systeme de CAAS dans 4?/ adapt6 [dans le 
sens precise ci-dessus] au feuilletage singulier .9, on verifie [comme dans le cas 
des fibrations Lagrangiennes regulieres] que le changement de variables action 
est une transformation affine a matrice jacobienne entiere; autrement dit, on 
a sur e/S une structure intrinseque de variete’ affine entiere a bards et coins 
affines, convexe, modelee sur le cone de I?” forme des points dont les (n-l) 
dernieres coordonnees sont 20. 
b) Faisons intervenir maintenant I’autre forme symplectique wI. L’action 
locale de T” consideree ci-dessus &ant aussi hamiltonienne pour wl, on aura 
des CAAS dans “21 pour or. Les variables action correspondantes q”, . . . , q”, 
+(e”)*, . . ..+(@‘“-‘)* seront des fonctions invariantes par T”, done s’expri- 
meront a l’aide des q’, +(Q’)*. 
Si J est le tenseur reliant or et o, on aura: 
(20) dqji=dqiOJ et eQde~j=(QjdQj)oJ. 
Le fait que les (q’, +(,Q’)*) s’expriment en fonction des (q,+q*), se traduit 
alors par le fait que le tenseur J se projette sur 4%= %/.9 suivant un tenseur 
J, entierement determine par les conditions: 
(21) dqfi=dqiOJ et efjdQ~j=(QjdQj)OJ. 
Bien entendu, comme dans le cas rtgulier, NJ= 0. 
On observera de plus que @‘de’= 0 implique ,q’jdq”= 0; de (21) rtsulte ainsi 
le fait que le tenseur .7 est adapte au bord de 4@, en ce sens qu’il laisse invariant 
le sous-espace tangent a chacune des faces passant par un point du bord. 
Corollaire 3. Soit (M, co, ol, .9) une fibration bilagrangienne singuliere, ou 
dim M= 2n, et supposons que le tenseur J reliant o et o, soit decomposable 
reel, definissant des feuilletages propres 9,, . . . , S,,. Soient 4!Y un voisinage 
ouvert sature d’une feuille F0 de S de dimension 1 en, muni de CAAS pour co, 
II : 92 + 4?i la projection de %Y sur 8 = a/H, regard& comme vari&e’ affine ci 
bards et coins, et y. = n(F,). Alors, au voisinage de yo, le feuilletage affine 
parallele a chacune des (n - 1) faces du bord est engendrepar (n - I) des feuille- 
tages projetes gI, . . . , dfn. 
Preuve. D’apres ce qui precede, J se projette sur & en un tenseur 7 decom- 
posable reel, definissant n feuilletages propres f,, . . . , @,, . Comme 1 est adapt6 
au bord de @, chaque face ai 4!? du bord de @ est engendree par (n - I) de ces 
feuilletages projetts. La propriM de translation CnoncCe au Corollaire 1, et qui 
reste vraie a l’interieur de 4?, entraine alors le resultat. 0 
111.2. Elements caractkistiques d’une fibration bilagrangienne singulikre 
Soit (M, o, or, 9) une fibration bilagrangienne singulitre [FBS], avec 
dimM=2n. Si W=M/P est l’espace des feuilles, considerons la projection 
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naturelle K :M+ W. Au lieu de (M,o,ol, @) on pourra d’ailleurs - comme 
dans le cas regulier - noter (M, o, ol, K). 
a) Les cartes locales p& sur W definies par les CAAS relatives a la forme 
symplectique o forment un atlas affine [a bords et coins] dont les changements 
de cartes sont affines, adapt&s au bord, et a matrice jacobienne entiltre. Cet 
atlas munit W d’une structure de vari&& affine entihe b bords et coins affines, 
localement convexe [B-M]. Le cotangent T* W de cette variettt est lui-mCme une 
varitte a bords et coins du mCme type. Les differentielles des coordonnees 
locales action definissent un reSeau affine 3Vv dans T*W. Si y est dans le bord 
de W, la fibre en y de 34!,, contient une base de chacun des sous-espaces de 
TY*W correspondant aux faces partant de y. On exprimera ceci en disant que 
WV est adapt6 au bord de W. Comme dans le cas regulier, si le reseau WV est 
constant [sans holonomie], les derivations W&7’, y’(Waxi) - x’(Way’), par 
rapport aux variables angle locales sont globalement definies. 
Comme on I’a vu localement, le tenseur J reliant o1 et o se projette sur W 
en un tenseur J adapt6 au bord, avec NJ= 0. 
De la m&me maniere, a partir des CAAS relatives a or, on definit un nouveau 
reseau affine 9?rV, dans T* W, avec %rV, = WV oJ. On montre ainsi que la 
base d’une fibration bilagrangienne singulihe est une vari&k biaffine entihe 
( W, WV, .?) h bords et coins affines, Iocalement convexe. 
b) Etant donnt dans I’ouvert saturb 49 de A4 un systkme (e’, . . . ,8’, q’, . . . , q’, 
xl,y’, . . . . x”-‘, y”-‘) de CAAS relatives a w, on peut Ccrire w sous la forme 
(15), ou encore, en utilisant [avec des notations Cvidentes] les coordonnees 
polaires (ej, v’) a la place de (xi yj): 
(22) w = - ;: d8i~dqi+n~‘eidej/\d~j. 
i=l j=l 
Dans ces coordonntes, on aura: 
(23) w,=-f: d8’~(dq’o~)+*~‘(~‘de’o~)/\d~‘+~. 
i=l j=l 
On dira que les CAAS sont adaptdes au couple (w, wl) si p = 0, ce qui revient 
a imposer que la section [a bords et coins] de R d’equations 8’= pi= 0 soit 
bilagrangienne. On observera que la 2-forme fermee B verifie ialasiB= 
ia,+jj3= 0, ce qui entraine facilement que B= n*p, oh B est une 2-forme 
fermee sur la variete de base W. 
Si l’on dtfinit alors BJ par la formule (7), on voit 18 encore que d/&=0. On 
peut alors definir comme dans le cas regulier la suite de faisceaux (8) [Remar- 
quer qu’en coordonnees locales affines singulihes, les formes differentiables 
sur W sont celles qui s’expriment differentiablement en coordonnees, done qui 
se prolongent differentiablement au-deli du bord], de sorte que p definit un 
cocycle et que le lemme 2 reste vrai. En particulier, si (8) est exacte, [‘existence 
locale de CAAS adapt&es h (w, w,) est assurke. La proposition 3 reste vraie 
dans le cas singulier. 
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Definissant alors comme en II.4 le faisceau $(W, IR), on voit que si (8) est 
exacte, (M, w, wi, A) determine une classe [a] E N’( W, zj( W, lR)/SI!V) qu’on ap- 
pellera encore classe caract&istique de la fibration. ( W, WV, 1, [II]) formera 
alors le syst&me des PlPments caracthistique de la fibration bilagrangienne singu- 
l&e, et le ThCoreme 2 restera vrai. En particulier, les fibrations bilagrangiennes 
singulieres au-dessus de ( W, SV, J) sont classifiees par lli’( W, g$ W, lR)/Li?V) 
tandis que les fibrations Lagrangiennes ingulieres au-dessus de (W, kRV) sont 
classifiees par Hi( W, Z’( W, lR)/53G!V). 
Remarque 7. Dans le cotangent T* W de la variete biaffine entiere W, on a en- 
core un couple (wc, OJ) de formes symplectiques compatibles, defini par les 
formules (5). La seule difference avec le cas regulier reside dans la construction 
de la FBS “modele” (sly, wo, 07, no), qui correspond d’ailleurs a [q] = 0. 9~ se 
construit comme quotient de T*W: en coordonnees affines locales (q’, uj), oti 
les ui sont les coordonnees ingulieres, si (pi, oi, q’, u’) sont les coordonnees cor- 
respondantes dans T* W, on definit 9~ comme le quotient de T* W par la pro- 
jection (pi,u~,q~~i)~(p’mod1,q~~cos~1,~sino’,...,~~~~~~“~*, 
iFsin u”-‘), ces passages au quotient &ant differentiablement intrin- 
seques. Du point de vue ensembliste, 9’~ n’est plus le quotient de T*W par le 
rtseau z%!~ [ce qui donnerait encore une variete singuliere] mais par I’isotropie 
de son action verticale sur une FBS; cette isotropie coi’ncide au-dessus des points 
reguliers de W avec la fibre du r-beau, mais au-dessus d’un point du bord elle 
comprend en outre toutes les 1-formes qui s’annulent sur les faces passant par 
ce point. 
Remarque 8. Pour revenir au point de vue bihamiltonien qui est l’origine de 
notre travail, nous dirons suivant [M] que (A4, o, H) est un systeme hamiltonien 
complkement integrable a singularites de type torique non dCgCnCrC s’il existe 
une fibration Lagrangienne singulikre [necessairement unique] R : M-+ W, telle 
que H = 71 *R, et que le rang du Hessien de R en coordonnees action [singulieres] 
soit maximum dans un ouvert dense de W. Ceci &ant, on voit que si de plus 
(M, o, H, CO]) est un systeme bihamiltonien, alors (M, o, wl, n) est une FBS. 
111.3. Actions bihamiltoniennes de Tores sur une vari&C compacte, dans le cas 
decomposable 
Le corollaire 3 ci-dessus montre que, pour une FBS (M,o,oi, n) oti le 
tenseur J reliant o et o, est decomposable reel, la presence de singularites [i.e. 
de faces dans la base W] entraine des contraintes trb fortes en ce qui concerne 
le multifeuilletage projete (8i, . . . , &fn). On va donner, dans le cas compact, un 
resultat global qui illustre bien ce phenomene. 
ThCorCme 3. Soient M une 2n-vari&P compacte et connexe, o et o1 deux 
formes symplectiques compatibles ur M, telles que le tenseur J les reliant soit 
dkomposable, et @ : 8” x M-+ M une action effective du tore sur M qui soit 
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hamiltonienne pour o et ol. Alors, (M, co, ol) s’identifie au produit: 
02, pour j = 1 9 --- 3 n9 W(j), m(j), O,(j)) est une sphere de dimension 2, munie de 
deux formes volume et dune action Q(j) bihamiltonienne de S’. De plus, quitte 
a reparametrer le tore U”, on peut Pcrire l’action sous la forme 
@(t9’, .. ..P.m l,...,m,)=(~(,)(e*,m1),...,~(,,(8”,m,)). 
Preuve. L’action @ de T” sur (M,o) Ctant hamiltonienne, definit un moment 
[L-M] p : M-, IR” dont l’image, d’apres le Theoreme de convexite d’Atiyah- 
Guillemin-Sternberg [At] [G-S], est un polytope convexe W de ll?” dont les 
faces sont dans des hyperplans rationnels. On peut alors regarder (M, o, ml, ,u) 
comme une fibration bilagrangienne singuliere, le reseau WV Ctant defini par 
les combinaisons entieres des differentielles dx ‘, . . . , dx”, des coordonnees. 
Notons alors Ile tenseur projete de J sur W. Si nous nous placons en un som- 
met y. de W, il en part exactement n ar&tes de dimension 1. Comme, d’aprts 
III.l.b), 1 est adapt6 au bord, J,,0 est diagonalisable; &ant decomposable, ce 
tenseur est necessairement decomposable reel. Comme d’ailleurs JY est decom- 
posable pour tout y, et depend continfiment de y, il reste decomposable reel en 
tout point. 
On est done dans le cas ou le polytope W est muni de n feuilletages reels 
*I, . . . . g,, en position generale, de sorte que chacune des a&es partant de y. 
est feuille de Pun de ces feuilletages. 
- Comme la structure affine de West sans holonomie lineaire, la propriete 
de translation [corollaires 1 et 31 se traduit de maniere simple: notons, pour tout 
y, X,(u) le vecteur de longueur 1 tangent a pi [en realit il y en a deux, mais 
comme West simplement connexe, on peut orienter tous les feuilletages]; alors 
les champs ainsi obtenus commutent, et pour i # j le flot de Xi transporte une 
feuille de @j sur une autre par une translation globale. 
Par suite, les feuilles de chacun des feuilletages ont des segments deduits de 
l’une des a&es issues de y. par translation. Ceci entraine que W s’identifie au 
pave oblique construit sur ces a&es. 
Mais ces n a&es forment un reseau rationnel dans Ty,,W= IR”. Quitte a 
faire un changement de base entier dans IR” [ce qui revient a reparamttrer le 
tore T”], on se ram&e au cas oti W= Z1 x Z2 x ..a x I,, 4 ttant un intervalle 
compact [aj, bj], et le feuilletage 9’ Ctant parallele a 4, pour j = 1, . . . , n. 
- On a done W=Z, xZ,x... xl,,, WV &ant engendre par les differentielles 
dx’ , . . . , dx” des coordonnees, avec J= Cy= I f’(x’)dx’@ @/c~x’). On observe 
que la suite (8) relative a (W,Br,J) est exacte [on a signal6 que la Propo- 
sition 3 s’etend au cas singulier]. Comme le Theoreme 2 s’applique encore 
dans le cas singulier, les fibrations bilagrangiennes ingulikres au-dessus de 
(W, WV, J) sont classifiees par N’( W, $( W, lR)/Wr). Or on a iY2( W, 539,) = 0, 
mais aussi H’( W, gj( W, I?))= 0, car zj( W, I?) n’est autre que le faisceau des 
germes de 1-formes decomposables g’(x’)dx’ + ... +g”(x”)dx”. Par suite 
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H’( IV, gi( IV, lR)/SV) = 0. 11 n’y a done, a equivalence prb, qu’une seule fibra- 
tion bilagrangienne singulibe au-dessus de ( W, SV, J). Or les modkles fournis 
par l’enonct definissent bien une telle fibration. 0 
IV. Gl?OMl?TRIE GLOBALE DANS LE CAS D’UNE 4-VARIl?Te COMPACTE 
On se propose dans ce paragraphe de donner une description des fibrations 
bilagrangiennes en dimension 4 sur une variete compacte et connexe. Desormais, 
(M, w, or, rr) sera done une fibration bilagrangienne, rtguliere ou non, sur une 
4-vari&e’ compacte t connexe. On notera ( W, SV, J) la variete biaffine entiere, 
avec ou sans bords et coins, base de cette fibration; au besoin en passant a un 
revCtement a deux feuillets, on se ram&e au cas ou W est orient&e. 
On imposera une condition de regularite, a savoir que 1 soit de type algt!brique 
constant au sens de [Tu 11, i.e. que sa forme de Jordan soit du mCme type en 
tout point de W. On aura done 4 cas possibles: 
Zer cas: 7 est en chaque point point multiple de l’identite 
2e cas: J a en chaque point deux valeurs propres non reelles: cas dkcomposable 
complexe. 
3e cas: J a une seule direction propre reelle: cas non dkomposable. 
k cas: J a en chaque point deux valeurs propres reelles distinctes: cas d&corn- 
posable rt!el. 
On commencera par observer que le ler cas est essentiellement trivial, comme 
le prouve le lemme suivant: 
Lemme 3. Si J est en chaque point multiple de l’identite’, alors il existe A E IR 
tel que 0, = lo + II *fl, oti fl est une 2-forme sur W. 
Preuve. 11 suffit de verifier la propriete en coordonnees action-angle [regulieres 
ou singulieres] locales. En &alit& d’ailleurs, il suffit de la prouver au-dessus de 
l’ouvert regulier de W, car si w1 -10 est n-projetable au dessus de l’ouvert 
regulier, il en sera de mCme globalement. Done on peut se placer en coordon- 
nees action-angle regulieres (e’, e2, q’, q2). Ceci &ant, le fait que J est multiple 
de I’identite se traduit par: 
J= A(q’, q2)1d. 
Les conditions d(dq’o.7) = 0 pour i = 1,2, entrainent que A est constante, et 
que ia,&wl - Aw) = 0, d’ou le rbultat. Cl 
Pour les demonstrations detaillees d’un certain nombre de rtsultats de ce 
paragraphe, on renvoie a [Br-MO-T]. 
IV.l. Le cas dgulier 
On va successivement decrire la variete affine entiere (W, WV), le tenseur J, 
et enfin la fibration bilagrangienne (M, w, wl, rr) au-dessus de (W, W,,, J). 
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a) Etude de (W, Rv) 
La base West un tore, et l’on peut d’apres [F-G-H] et [Ku] realiser explicite- 
ment la connexion V. Plus prkcistment: 
Lemme 4. Si Rv est un reseau affine suf le tore T*, ii existe un parametrage 
global (a I, a*) du tore, dans lequel les sections locales de Wv sont des com- 
binaisons locales h coefficients constants des I-formes 
da’+aa*da* et da* 
oii a = 0 correspond au cas oti V est la connexion plate standard. 
Preuve. L’holonomie lintaire de V, calculee a l’aide du reseau d, , est en- 
t&e, done unimodulaire. D’apres [F-G-H] ceci implique que V est complete, 
son holonomie lit&ire &ant engendrte, d’aprb [Ku] par une matrice de la 
forme [i 41. 11 en rtsulte que (W, V) est le quotient de (iR*, VO) - oti VO est la 
connexion plate standard - par un groupe de transformations affine rengendre 
- dans des coordonnees affines convenables (x1,x2), par @i et G2, oti: 
t 
@i(X’,X2) =(x’ + 1,x2) 
@*(xi,x*)=(x’+ax*,x*+ 1) 
le changement quadratique de coordonnees 
i 
xLx’-;(x*)*+;x* 
1 x*=x*-+ 
transforme @, et G2 en les deux translations de base. Ceci permet d’identifier 
W= R*/T & T*, muni des coordonnees ai = X’ mod 1, dans lesquelles les 
1-formes 
da’+aa*da* et da* 
sont paralleles pour V, d’ou le rbultat. Cl 
b) Etude du tenseur 1 
On commence par relier I’holonomie lineaire de V aux directions propres de 3: 
Lemme 5. Si (S?,,J) est une structure biaffine entiere sur le tore U*, et si V 
a une hoionomie lineaire non triviale, ii existe des points oli cette holonomie 
et le tenseur 3 ont une direction propre commune. 
Preuve. A l’aide du lemme 4, on parametre le tore par (a’, a*) de maniere 
que les sections locales de BV soient combinaisons a coefficients constants de 
(da’ + aa*da*) et da*. Ceci &ant, la direction propre de I’holonomie lintaire 
est celle de a/au I. 
Si 3= Ci,i &(a’, a*)da’@ (a/aai), Ma’ est direction propre de Jaux points 
ou fiz s’annule. 
D’aprts le ThCoreme 1, les formes (da’ + aa2da2) 03 et da2 03 sont fermees, 
d’ou il resulte que fi2da’ Ada2 est exacte. Par suite j+ fi2da’ l\da2 =0, d’oh 
le resultat. 0 
l Le cas decomposable complexe 
Ecrivons le polyname caracteristique de J sous la forme: 
(24) 12+v),A+v)2=0, oi 9r,V)2ECOD(W). 
On peut alors definir sur W une structure complexe a I’aide du tenseur: 
(25) - - J,=&J+&Id 
de sorte que ( W, Jo) est une surface analytique, et qu’inversement on a: 
(26) 3=fId+gJ0, oti ftgEC=‘(W). 
Commencons par une etude locale dans un ouvert (21 de M, muni de 
ordonnees actions-angle (et, 0’, q’, q2) pour o: 
Proposition 4. On a, dans le cas decomposable complexe: 
co- 
(i) la fonction (f + ig) est holomorphe pour J,,, oti f et g sont donnees par 
(26)s 
(ii) les coordonnees action locales sont harmoniques pour 3,, 
(iii) une fonction locale k sur W verifie d(dko 3) = 0 si, et seulement si, elle 
est harmonique pour Jo. 
Remarque 9. Les proprietes (ii) et (iii) entrainent des contraintes trts fortes 
pour l’expression en coordonnees action (q’, q2) d’une fonction h telle que 
d(dh 0 3) = 0: ceci implique en particulier que le Hessien [a 2h/aq’aqi ] soit defini 
negatif ou bien nul. Cecipermet d’etendre le corollaire 2 au cas complexe: on 
prendra pour contrexemple H= (q ‘)2 + (q2)2. 
Observons encore que, d’aprb le Lemme 5, V est la connexion plate standard. 
On verifie alors que J,,, et par suite aussi 3, est ii coefficients constants dans les 
coordonnees angulaires (a I, a2). Finalement, dans ce cas: 
(27) 3= i a/da’@--&. oti a;E IR. 
i,j=l 
l Le cas non decomposable 
On commence encore par une etude locale dans un ouvert W de M, muni de 
coordonnees action-angle (or, e2, q’, q2) pour o; on note A la valeur propre 
double de J, et @ le feuilletage dtfini par la direction propre. 
Proposition 5. On a, dans le cas non decomposable: 
(i) A est con&ante le long des feuilles de @ 
(ii) @ est geodesique pour V 
(iii) si h est une fonction locale sur W verifiant d(dh 0 3) = 0, alors elle est af- 
fine [pour VI le long des feuilles de @. 
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Remarque 10. Cette proposition implique en particulier que, si d(dh 01) = 0, le 
Hessien de h en coordonnkes action locales est de rang 5 1. Cecipermet d’etendre 
le Corollaire 2 au cas non decomposable: on prendra le m&me contrexemple 
qu’h la remarque 9. 
A partir de ces propriMs locales, on dCduit une description globale: 
Proposition 6. On a, darts le cas non decomposable: 
(i) le feuilletage geodesique @ est parallele pour V, et ses feuilles sont toutes 
de m&me nature: denses, ou compactes ans holonomie, 
(ii) si les feuilles de g sont denses, V est la connexion standard et Jest b coef- 
ficients constants dans les coordonnees angulaires. 
Si les feuilles de g sont denses, J est done encore de la forme (27). Si les 
feuilles de @ sont compactes, dans la paramktrisation de U2= W don&e au 
Lemme 4, il vient: 
(28) J=lId+g(a2)dct2@-$, oti LEE?. 
l Le cas decomposable reel 
L’ttude locale a dkjja ttC faite, voir Corollaire 1: W= U2 est munie d’un bi- 
feuilletage (sI, s2) par les directions propres de @, et les valeurs propres cor- 
respondantes A1,A2 sont basiques respectivement pour g2 et sl. En outre, en 
coordonnkes locales action (q1,q2), le bifeuilletage est de translation, i.e. en 
translatant une feuille de #j le long d’une feuille de si, pour i # j, on trouve 
une nouvelle feuille de $“. On peut done rep&enter le bifeuilletage, en co- 
ordonnkes locales (q’,q2), de la faGon suivante: 
Remarque 11. La propritd (ii) de la Proposition 5 peut Ctre regardke comme 
obtenue par passage rl la limite B partir de la propriM de translation quand les 
deux feuilletages #I et s2 tendent B se confondre. 
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On obtient dans ce cas la description globale suivante: 
Proposition 1. On a, dans le cas dkcomposable rkel: 
(i) Si V est la connexion plate standard, toutes les feuilles de chacun des deux 
feuilletages sont de m&me nature: denses ou compactes ans holonomie. De 
plus: 
- ou bien 8, et gz sont gkodksiques, de pente irrationelle dans les coordon- 
n&es standard (cz ‘, a ‘) 
- ou bien .@, est h feuilles gPodPsiques compactes paralkles, et g2 ci feuilles 
denses, invariant par les translations paralkles ci @,. Dans ce cas, on peut 
choisir les coordonnkes (a I, a’) du Lemme 4 de manike que @I soit dkfini par 
da’=Q. 
- ou bien @, et g2 sont ci feuilles compactes et, au besoin en passant ci un 
revNement fini de W, on se ram&e au cas oit g, et g2 dkfinissent un nouveau 
paramktrage global (u, I, ~0’) du tore, de man&e que les coordonnkes tandard 
(a I, a’) s’expriment comme sommes d’une fonction de p’ et d’une fonction de 
V2. 
(ii) Si V a une holonomie linkaire non triviale, dans les coordonnkes (a’, a’) 
du Lemme 4, @, est dPfini par da’=O, g2 &ant invariant par le champ de 
vecteurs alaa’. 
Le premier cas de (i) correspond pour 1 a un modkle de la forme (27). 
Le deuxikme cas de (i) et le cas (ii) correspondent, dans les coordonnkes du 
Lemme 4, g un tenseur J de la forme: 
(29) J=A2(a2)da20 $+f(a’)$ +A,(a’,a”)[da’-f(a’)da’]@--$ 1 
oti f : S’ + IR est differentiable et oh dAl A [da’ -f (a2)da2] = 0. 
Dans le troisikme cas de (i), par passage A un revCtement fini de W [ce qui 
revient g passer A un revstement fini de M], on se ramkne au cas oti (~0 ‘,p2) 
dkfinit un paramttrage global du tore, dans lequel les coordonnkes standard 
(a I, a’) s’krivent 
(30) 
C 
a’ = a:(p’) + a&p’) 
a2=a:(a)1)+a~(~2) 
1 &ant don& par: 
c) Reste ri dkcrire les fibrations bilagrangiennes (M, w, wl, w) 
l Supposons en premier lieu que V est la connexion plate standard; on munit 
alors W= T2 des coordonnkes circulaires (a’, a2), dans lesquelles les sections de 
BV sont A coefficients constants; comme les dtrivations a/&Ii par rapport aux 
coordonnkes angle locales sont dkfinies de manikre intrindque, n : M+ W est 
289 
un T2-fibre principal. Une connexion q sur ce fibre principal sera dite bi- 
lagrangienne si son espace horizontal en tout point est bilagrangien. L’existence 
de telles connexions est assuree [localement, on verifie l’existence de sections 
locales bilagrangiennes, et on recolle les connexions assocites a I’aide d’une par- 
tition de l’unite sur W]. Si les composantes de la forme de connexion sont 
17 ‘, q*, on a alors: 
(32) 
et 
*(dq2 
oti dq’ et dq* sont des combinaisons a coefficients constants de da1,da2. 
Rtkiproquement, si rt : M-+ W est un U2-fib& principal, et q = (q’, q2) une 
connexion sur ce fibre, les formules (32) determinent une fibration bilagran- 
gienne au-dessus de ( W, L%?~, j). 
l Si maintenant V a une holonomie linkire non triviale, sur le revkement 
d’holonomie (@, P) de (W, V ), le reseau releve de &TV est engendre par des 
formes globales dd’, dQ*. On considerera le revetement p: w+ W comme un 
r-fib& principal, oti rest le groupe des matrices entieres [t y] operant sur les 
sections locales de WV. 
Notons G le groupe des transformations affines globales de T2 dont la partie 
lineaire appartient a r. Sa composante connexe de l’element neutre est G = T2, 
et rc : M-+ W admet G comme groupe structural. Soit alors I?: I@+ W le G- 
fib& principal associe. On note 77 :A.? + f@= ii?/G et @ : Ah M les fibrations 
naturelles; on peut remarquer que, si O=$*o et c3r =p”*wr, (ti,&,(3r, 75) est 
une fibration bilagrangienne au-dessus de (n,&r~,J), oti J=p*J. 
Une connexion bilagrangienne sur M sera la projection d’une connexion 
fl = (ii ‘, q2) sur le G-fibre principal ti -+ W, bilagrangienne pour 6 et &r. L’ex- 
istence de telles connexions se verifie, la encore, en recollant des connexions 
bilagrangiennes locales. On aura alors: 
Ali*dQ’+f2An”*dQ2 et 
‘/Gi*(d#o~)+fj2/\f*(d@20J). 
et, comme o = 7i*w et c3 ’ = ji*or , ces formules determinent CL) et ol. 
Observons d’ailleurs que si %Y est un ouvert de M muni de coordonnees 
action-angle, %! s’identifie naturellement a un ouvert 4 de A?, et les formules 
(33) se ramenent a (32). 
Rkciproquement, soit fi: i@+ W un G-fib& principal tel que a/G s’identifie 
au r-fibre principal m. Considerons sur I@ une connexion q = (ii’, q2). Les 
formules (33) determinent sur fi des formes symplectiques c3,&,. Par construc- 
tion, ces formes sont projectables en o, ml sur M=A?/T; si alors rc : M-t West 
la fibration naturelle, (M, cc), ol, n) est une fibration bilagrangienne au-dessus 
de (W,LZ~,,J). 
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En resume: 
ThCoreme 4. Soit (A4, co, ol, n) une fibration bilagrangienne de base ( W, BP, I), 
oii M est une 4-vari& compacte connexe, et oti le tenseur .i garde un type 
algibrique constant [non multiple de l’identitel. Alors: 
(i) ( W, Wv ) est dkcrit par le Lemme 4. 
(ii) 7 est don& par l’une des formules (27) (28) (29) ou [h revstement fini 
prks] (3 1). 
(iii) Si V est suns holonomie lint!aire, M est un U2-fibre’ principal sur W, 
muni d’une connexion arbitraire q = (q ‘, q2), de sorte que o et o1 sont don&es 
par (32). 
(iv) Si V a de I’holonomie lin&aire, M=i@/r, oti n;i est un C?-fibre’ principal 
sur W tel que h?/G s’identifie au r-fib&principal d’holonomie I@ de ( W, &?v ) 
et les relevkes (3,& sur ii? des formes o,o,, sont donnkes par (33), oti fl= 
(@‘,f12) est une connexion arbitraire sur i@. 
IV.2. Le cas singulier 
On distinguera deux cas suivant que W a ou non des coins. 
a) Cas oti W a des coins 
On a deja observe que le tenseur .7 doit @tre adapt& au bord de W, en ce sens 
qu’il laisse invariant le sous-espace tangent a chacune des faces passant par un 
point du bord. La presence d’un coin implique alors que .i est dkcomposable 
rkel. En outre, pour le bifeuilletage (@r,g2) defini par les directions propres 
de 7, chaque composante connexe de dimension 1 du bord joignant deux coins 
doit etre feuille de l’un des feuilletages. Enfin, la propriete locale de translation 
implique, qu’au voisinage d’un coin, le bifeuilletage doit avoir l’allure suivante 
en coordonnees action: 
11 en resulte que si F, est une feuille de ,@, partant d’un coin, elle aboutit 
necessairement a un coin different. Au voisinage de Fl , le feuilletage $I reste 
geodesique t parallele a Fl, les feuilles Ctant des segments geodesiques avec le 
m&me temps de parcours. La reunion des feuilles de @, ayant la meme pro- 
priett est alors ouverte et fermee. Finalement, W s’identifie a un pave de R2 
muni de la connexion plate standard, et on retrouve les conditions d’application 
du theoreme 3. On a done: 
ThCorkme 5. Soit (AI, co, w,, n) une fibration bilagrangienne singulike de base 
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(W, Wp, J), oii A4 est une 4variete compacte connexe, et oii J garde un type 
algebrique constant [non multiple de l’identite]. Si W a un coin, alors la fibra- 
tion est dt’finie par une action bihamiltonienne de T2. Dans ce cas, (M, o, wl) 
s’identitie au produit (MCI,, o+), We) x (A4(2,, oc2), oIc2)) ou, pour j = 1,2, 
(%P O(j), WI(j)) est une sphere de dimension 2 munie de deux formes volume 
et d’une action bihamiltonienne @(j, de S’. De plus, quitte a reparametrer le 
tore T2, on peut ecrire l’action sous la forme 
W’, e2, ml9 m2) = (@(lj(e1, 4, @(2j(02, m )). 
b) Cas oli W a un bord, mais pas de coin 
Comme le tenseur .i est adapt6 au bord, le cas decomposable complexe ne 
peut pas se produire. 
On commencera par preciser la structure de la variete affine entiere (W, %?v ): 
Lemme 6. Si (W, a,) est une surface affine entiere compacte et connexe, a 
bord et sans coin, alors W s’identifie au cylindre S’ x [0, I], muni d’un para- 
m&rage global (cr’,q’) dans lequel les sections locales de &?v sont des com- 
binaisons locales h coefficients constants des l-formes: 
(1 +aq2)da’+acr’dq2 et dq2, avec a20 
oti a = 0 correspond au cas oti V est la connexion plate standard. 
On donne les details de la demonstration dans [Br-M-T]. 
Passons a la description des modeles possibles pour le tenseur b: 
l Si f est non decomposable, on sait que le feuilletage ,@r defini par la direc- 
tion propre de 7 est geodesique, et a pour feuilles particulieres les deux com- 
posantes du bord. Par developpement de (W, V) suivant une bande de R2 de la 
forme IR x [O, 11, les feuilles de # se relevent suivant des paralleles au bord. En 
revenant sur W, on voit que, dans les coordonntes du Lemme 6, $ est tangent 
a a/&z’. On en deduit que J est de la forme: 
(34) - 
a 
J=AId+g(q2)dq2aG. 
l Si Jest decomposable reel, soit F, une composante du bord de W, c’est une 
feuille de l’un des feuilletages propres, disons @r . Soit x0 E FI. En recouvrant 
F, de cartes adaptees au bord donnees par les coordonnees action, on voit que 
l’holonomie lineaire de V le long de F, laisse invariante le tangent en x0 a FI 
et le tangent en x0 a la feuille F2 de g2 passant par x0. Par suite cette holonomie 
est triviale, et V est la connexion plate standard. 
La propriete de translation entraine alors que .@r est tangent a a/&z’, et 
que g2 est invariant par le champ de vecteurs a/& ‘. Par suite, il existe une 
fonction differentiable f : [O; l] --+ S1 telle que: 
(35) J=L,(u1-f(qz))d(a’-f(q2))o~+12(q2dq2)8 [ -$+-$-$ . 1 
Reste a decrire les fibration bilagrangiennes ingulieres (M, cc), ol, II) au- 
dessus de ( W, 9$?v, 7). 
l Supposons en premier lieu que V est la connexion plate standard. Dans ce 
cas, les derivations ((a/M’), (a/M2)) par rapport aux coordonnees angle locales 
sont definies de facon intrinseque, et n : A4 -+ West dtfini par une action effec- 
tive de T2, dont W est l’espace des orbites. Cette action est a isotropies con- 
nexes, triviale au-dessus des points int$rieurs de W, et Cgale a un sous-groype 
S’ au-dessfs des points du bord. Si W est l’interieur de W, et M” = it’( W), 
n : M” + W est un T2-fib& principal. On appellera connexion bilagrangienne 
singuliere une connexion 17 = (q i, v 2, sur ce fib& principal telle que les formules 
(32) soient vraies dans M”, dq ’ et dq2 &ant les differentielles des coordonnees 
action. L’existence locale de telles connexion resulte de l’existence de sections 
locales bilagrangiennes, done de l’exactitude de (8) dans ce cas; d’autre part, 
en recollant de telles connexions singulieres locales a l’aide d’une partition de 
l’unite de W, on verifie l’existence globale. On observera par ailleurs que, M” 
Ctant un ouvert dense de M, ces formules determinent completement o et wl. 
Reciproquement, soit M une 4-variete munie d’une action effective de lJ2 
dont W est l’espace des orbites; ceci signifie precisement que la projection 
II : M+ W=Mm2 est continue et que les fonctions differentiables sur A4 in- 
variantes par U2 sont les preimages par rc des fonctions differentiables de W. 
Ceci implique que l’isotropie de I’action est triviale au-dessus de I@et isomorphe 
a S’ au-dessus des points du bord. Soit 7 =(v’,q2) une connexion sur le 
If”-fibre principal M” = ii i(k) + I@. On dira que q est une connexion singuliere 
sur M si les formes cu et o1 definies par les formules (32) s’etendent differen- 
tiablement a M. 
Remarquons que si q et q’ sont deux connexions singulihes, o, ol, et o’, 0; 
les formes correspondantes, o -0’ et wi - o; sont de la forme rr *p, ou /? est 
une 2-forme sur W. 11 en resulte qu’on peut recoiler des connexions singulieres 
locales a l’aide d’une partition differentiable de l’unitt sur W. Par ailleurs, au 
voisinage d’une orbite singulitre de U2, il existe des coordonnees (6 ‘, q ‘,x2, y2) 
dans lesquelles les fonctions (q’, (x~)~+(Y~)~) se projettent suivant des co- 
ordonntes locales de W. Si (f9”, e2) sont les coordonnees polaires assocites a 
(x2, y’), q = (de’, de2) est alors une connexion singuliere locale. Ces remarques 
entrainent l’existence de connexions singulieres ur M. 
Par les formules (32), une telle connexion singulihe definira une fibration bi- 
lagrangienne singuliere au-dessus de ( W, .%?v, 1). 
l Passons au cas oti V a une holonomie lineaire non triviale. 
On reprend dans le cas singulier les notations de IV.l. c): p : @‘+ W sera le 
revetement d’holonomie lineaire de (w V), regard6 comme T-fib& principal; on 
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noteraA?=p*M,I?:i@+ W,p;:A?-+Met *:A? -+ Wles projections naturelles. 
I@ est muni d’une action effective de G, et Ii est la projection de A?i sur l’espace 
des orbites. 
Une connexion bilagrangienne singuli&e sur M sera la projection d’une con- 
nexion f = (ql, Q2) sur le G-fibre principal A?’ =A?-‘( WJ, pour laquelle les 
formes relevees de w et or sont donntes par les formules (33). L’existence 
locale - et done globale - de telles connexions singulieres est assuree en co- 
ordonnees action-angle singulieres par I’exactitude de (8). 
Rkiproquement, soit i@ une variete munie d’une action effective de d a iso- 
tropies connexes [de dimension 1 ou 01, de man&e que M/G s’identifie au r- 
fibre principal m. Une connexion singuli&e sur M= @/I’sera definie par une 
connexion f’= (Q ‘, f2) sur fi-‘( I@), ou fi=p 0 rS est la projection de fi sur W, 
telle que les formes c3 et ~5, definies par les formules (33) s’etendent differen- 
tiablement a A?. La encore, I’existence de telles connexions est assuree [locale- 
ment, on se retrouve dans la situation ou V est sans holonomie lineaire], et les 
formes obtenues se projettent en w, or sur M, de maniere que (M, w, wl, n) soit 
une fibration bilagrangienne singuliere au-dessus de (W, gv, J), n : M+ W 
Ctant la projection. 
En resume: 
ThCorkme 6. Soit (M, w, w ,, II) une fibration bilagrangienne sing&i&e de base 
( W, Hv, 91, oti M est une 4-vari&e’ compacte et connexe, et ori 1 garde un type 
algkbrique constant [non multiple de I’identite’]. Si W a un bord, mais pas de 
coins, alors : 
(i) ( W, Bv) est dkcrit par Ie Lemme 6. 
(ii) J est don&par I’une des formules (34) (35). 
(iii) Si V est sans holonomie linkaire, M est une 4-vari& munie d’une action 
effective de T20dont W est I’espace des orbites, et les formes w, w 1 sont don&es 
au-dessus de W par les formules (32), oti q= (q I, u2) est une connexion singu- 
C-e sur M. 
(iv) Si V a une holonomie linkaire non triviale, M=M/r, oti ii? est une 
4-vari&tP munie d’une action effective de G telle que h?/G s’identifie au r-fibrk 
principal d’holonomie W de (W, sv), et les relevks O,& sur iI? des formes 
w, w, , sont don&s par (33), oii ri = (rjj’, q2) est une connexion singukre sur M. 
Dans [Br-M-T], on donnera la description explicite de tous les modeles 
obtenus. 
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